Cadre : On considere (2, A, P) un espace probabilisé et (F, ) un espace
probabilisable.

I Variables aléatoires discretes, généralités

1) Loi d’une variable aléatoire discréte

Définition 1. (i) Une fonction mesurable X : (Q,4) — (E,E) est
appelée variable aléatoire.

(ii) On note Px la mesure image de P par X, que ’on appelle loi de X.
(iii) Si (E,€) = (R,B(R)), X est dite réelle.

(iv) Si X () est dénombrable presque stirement, X est dite discrete.
(i) Résultat du lancer d’une piéce : E = {P,F}.

(i) Couleur d’une boule tirée dans une urne : E = {couleurs}.

Exemple 2.

Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans E.

Proposition 3. Soient I au plus dénombrable et E' = (e;);cr C E tel
que X(Q) C E'. Alors Px est caractérisée par (p;)icr, ot p; = P(X = €;)
avec Y i pi =1 et Px =3,/ pide,.

Remarque 4. Réciproquement, si f : E' — [0,1] est telle que
> icr f(ei) =1, alors il existe une unique probabilité P sur (E, ) telle que
P (e;) = f(e;). Une variable aléatoire suivant cette loi est alors discréte.

2) Lois discrétes usuelles

Les variables aléatoires discretes les plus classiques sont a valeurs dans N.
On trouvera en annexe les propriétés de ces lois.

Application 5 (Modélisation par des variables aléatoires discreétes).

(i) On lance une piéce équilibrée et on note X = 1 si le résultat est
"face”, 0 sinon. Alors X — B (%)

(ii) Si on lance n fois la piéce de maniére indépendante, le nombre X
de succés suit B (n, %)

(iii) Le résultat du jet d’un dé a 6 faces équilibré suit U (]1,6]).

(iv) Soit £ le nombre moyen de personnes se présentant & un guichet
chaque minute. Le nombre de personnes se présentant pendant N
minutes peut se modéliser par P (NY).

(v) On lance une piéce équilibrée et on note X le nombre de lancers
nécessaires avant d’obtenir "face'. Alors X — G (%)

3) Espérance, variance

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles discrétes.

Définition 6. Lorsque cela a un sens, on définit :
(i) L'espérance de X : E[X] =) g 2P (X =)
(ii) La covariance de X et Y : Cov(X,Y) =E[(X —E[X])(Y —E[Y])]
(iii) La variance de X : Var(X) = Cov(X,X) = E [(X — E[X])?]
Proposition 7. Cov est une forme bilinéaire symétrique positive, et on
a Cov(X,Y)=E[XY]-E[X]E[Y] et Var(X) =E [XQ] —E [X]2

Proposition 8. Si X et Y sont indépendantes, alors Cov(X,Y) =0, et
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).

4) Indépendance

Définition 9. Soient I un ensemble et (X;);ecr des variables aléatoires a
valeurs dans (E;, &;). Les X; sont indépendantes si, pour tout J C I fini :

V(Ai)ieJ S Hgi’ P (ﬂ X; € A,) = HP(X, S Az)
icJ ied ieJ
Proposition 10. Soient I un ensemble et (X;)ics des variables aléatoires
a valeurs dans (E;,&;). Soient (E!);cr dénombrables tels que X; € E
presque sirement. Les (X;)ier sont indépendantes si, et seulement si, pour
tout J C I fini, on a :

V(ei)ies € [[ Ei, P (m{Xi = 6i}> =[IPXi=e)
ied ied =
Exemple 11. Soient X etY les résultats de deux lancers indépendants
d’un dé a 6 faces équilibré. Soit Z = Lix iy est pairy- Alors (X,Y), (X, Z)
et (Y, Z) sont indépendantes, mais pas (X,Y, 7).

Proposition 12. Soient X etY réelles discrétes indépendantes. Alors :

Pxiy =Px #Py oi Px#Py(z)= > Px(2)Py(y)

rty=z

Application 13 (Marche aléatoire sur Z%). Soit (e;) la base canonique de
R?. Soient (X;);en+ des variables aléatoires indépendantes identiquement
distribuées telles que P (X =e;) = P(Xy = —e;) = ﬁ. On pose Sy =0
et Sp = > 1 Xi pour n € N*. Alors P (S,, = 0 infiniment souvent) = 1
sid<2etP(|S,] = o00)=1sid>2.
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IT Caractérisation des lois discréetes

1) Fonction de répartition

Soit X une variable aléatoire réelle discreéte.

Définition 14. On définit la fonction de répartition Fx de X par :

Fx:|R — [0, 1]
x +— Px(]—o0,2]) =P(X < x)

Exemple 15. Fonctions de répartition des lois classiques (cf Annexe).

Proposition 16. (i) Fx est croissante, continue a droite, tend vers 0
en —oo et vers 1 en 4o00.

(ii) Réciproquement, toute fonction satisfaisant le point précédent est la
fonction de répartition d’une variable aléatoire.

Proposition 17. Fx caractérise Px.

Remarque 18. On peut généraliser la fonction de répartition pour une
variable aléatoire d valeurs dans RE. Le résultat reste valable.

2) Fonction génératrice

Soit X une variable aléatoire & valeurs dans £ = N.

Définition 19. On définit la fonction génératrice Gx de X par :

Gxi R — R
s ]E[SX]

Remarque 20. Le rayon de convergence de cette série est au moins égal
aletGx(l)=1.
Exemple 21. Fonctions génératrices des lois classiques (c¢f Annexe).

()
Proposition 22. Gx caractérise Px . En particulier P (X = k) = ka!(o)'

Proposition 23. E[|X|?] < +o0 si, et seulement si, Gx est p fois déri-
vable et dans ce cas Ggf)(l) =EX(X-1)---(X=-p+1)].

Application 24. E [X] = G (1) et Var(X) = G% (1) + G (1) — G4 (1)2.

Proposition 25. 57 X et Y sont deux variables aléatoires discrétes in-
dépendantes, alors Gx1y = GxGy .

Application 26. On ne peut pas truquer deux dés de sorte que leur
somme sutvent une loi uniforme sur [2,12].

Corollaire 27. Soient A,y >0, X — P (A) et Y — P (u) indépendants.
Alors X +Y <> P (A +p).

Théoréme 28 (Galton-Watson). Soient (X7); jen+ des variables aléa-
toires indépendantes et identiquement distribuées d valeurs dans N. On
note u leur loi et m leur espérance. On définit le processus (Zn)nen
par Zy = 1 et Zp41 = ZiZ_"1 XZ-”Jrl pour n € N. On note Ty =

P(3neN, Z, =0). Alors si u# 61, on a :
(i) Sim < 1, alors moo =1 : Il y a extinction presque sire du processus.

(ii) Sim > 1, alors meo < 1 : Il y a une probabilité non nulle de survie.

3) Fonction caractéristique

Soit X une variable aléatoire & valeurs dans R<.
Définition 29. On définit la fonction caractéristique px de X par :

©x : R —s C
A — E[eN]

Exemple 30. Fonctions caractéristiques des lois classiques (cf Annexe).
Proposition 31. ¢x caractérise Px.

Proposition 32. Si X est réelle et E[|X|P] < 400, alors px est p fois
dérivable et go()?)()\) = i’E [XPe"*X]. En particulier, go()’(’)(O) = iPE [XP].

Remarque 33. Réciproquement, si p est pair et ox p fois dérivable en 0,
alors E[|X|P] < 400. On peut construire X n’admettant pas d’espérance,
mais telle que px est dérivable en 0 (admis).
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III Convergence en loi

Définition 34. On dit que (X,,) converge en loi vers X si, pour tout
¢ € Cp(R,R), lim, E [p(X,,)] = E[¢(X)]. On note alors X, £ x.

Exemple 35. Si X,, = G (£) avec p > 0, alors 1 X, L¢ (p).

Théoréme 36 (Lévy). X, —£ 5 X si et seulement si ox, — Px.
n—-+4o00 " n—+4o00

Proposition 37. X, £ X st, et seulement si, pour tout x € F,

n—-+o0o

P(X,=E) —— P (X =k).

n——+00
Proposition 38. X, £ x si, et seulement si, Fix, — Fx en tout point
de continuité de Fx.

Théoréme 39 (Théoréme central limite). On suppose que les X,, sont
indépendants, identiquement distribués et de carré intégrable. Alors :

\}Z\/\T n—f‘roo N(©.1)

Application 40. On suppose que les X,, sont indépendants, identique-
ment distribués et de loi B (p) pour p € [0, 1] inconnu. Le théoréme central
limite donne un intervalle de confiance asymptotique de niveau o pour p
en fonction de la moyenne empirique D, = %22;1 X;. Il s’agit de :

q1-<
et

ot q; est le quantile d’ordre t de N (0,1).

Application 41 (Monte-Carlo). Soit f : [0,1] — R intégrable par rap-
port a la mesure de Lebesgue, et (X, )nen+ une suite de variables aléatoires
indépendantes, identiquement distribuées et de loi U ([0, 1]). Alors :

1 n
P / F(t)dt p.s.

Théoréme 42. Soit (X, j)nen+ je[1,m,] une suite de variables aléatoires
indépendantes & valeurs dans {0,1}, avec (My)nen+ une suite croissante

de N* qui tend vers +00. On pose P (X, ; =1) =pp ; et Sp = Z?i"l Xnj-

On suppose de plus que :

lim max p,; =0 et lim anJ—A>0

n—+o00 1<j< M, > n—)-i—oo

Alors la suite (Sy)nen+ converge en loi vers la loi de Poisson P (\).

Développements

— Processus de Galton-Watson (28) | ]

— Loi des événements rares de Poisson (42) | ]

Références

| P. Barbe et M. Ledoux. Probabilité. EDP Sciences
] J.-Y. Ouvrard. Probabilités : Tome 1. Cassini
] J.-Y. Ouvrard. Probabilités : Tome 2. Cassini
| W. Appel. Probabilités pour les non probabilistes. H&K

[
[
[
[

‘suoryedrjdde jo so[dwaXy] °S91IOSIP SaJIl0)eI[R SO[(RLIBA - $9T



Annexes
Nom Parameétres Notation Px E [X] Var(X) px(t) Gx(t)
"1 n+l | n?2-1 1 & 1t—¢ntt
Unif N* 1 -0 — ikt —— (t#£1
niforme n e U(1,n]) ;nk 5 15 nl;e " (t#1)
Bernoulli pe(0,1] B (p) pd1 + (1= p)do p | p(1—p) | pe"+(1-p) 1—p+pt
Binomiale neN pel0,1 | B(n,p) (Z)pk(l —p)" kg, np np(l —p) | pe + (1 —p)" (1-p+pt)"
k=0
= .
. _ 1 1—g¢q qe' (I—g)t
Géométrique qe (0,1 G(q q(1 — )16, - .
0.1 @ | -0 S | i | T
s )\kef)‘ it
Poisson A>0 P (N Z — 0 A A M"Y e
P k!

FIGURE 1 — Lois de probabilités discretes
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